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Fatorial

Antes de iniciar o estudo da Analise Combinatéria precisamos do
conceito de fatorial.

Definicio:

O fatorial de um nimero natural 1 é o produto de n por todos os seus
antecessores até chegar em 1.

Assim, calcular n fatorial (escrevemos n!) é calcular a seguinte
mult L licicay

n(n—1).(n—2).(n—3) .. 321,sen>2

Ainda,




Observe, pelos exemplos abaixo, que podemos escrever o fatorial de um
namero da forma que for mais conveniente.

Exemplos:
a) Calcule o valor de 5!

5! =54321 =120

|
b) Cacue —13

10!  10.9.8!

c) Calcule (n+3)!

(n+3)l=mn+3).(n+2).(n+1)n(n-1).(n-2).(n—3) .. 3.21




(n+2)!4(n+1)!

d) Simplifique a expressdo (i 1)!

e e e P e
(n+1)! i (n+1)!

= (n—|-2)\+1
— == 5




Principio Fundamental da Contagem

Esse principio estabelece que se uma atividade é composta de duas ou
mais etapas independentes entdo podemos determinar de quantas
formas diferentes essa atividade pode ser realizada por meio da
multiplicacdo das maneiras de realizar cada etapa.

Em notacdo matematica: se uma atividade é formada por duas etapas,
uma realizada de m maneiras e a outra de n maneiras, ent3o essa
ativicade pode ocorrer de (m.n) formas diferentes.

Exenipios:

a) Arnaldo planeja ir a praia e deseja utilizar uma camiseta, uma
bermuda e um chinelo. Sabe-se que ele possui 5 camisetas, 6 bermudas
e 3 chinelos. De quantas maneiras distintas Arnaldo pode se vestir?

Como s3do 5 possibilidades de camiseta, 6 possibilidades de bermuda e 3
possibilidade de chinelo, ele pode se vestir de 90 maneiras diferentes:

5.6.3 =90




b) Uma prova possui 5 questdes de multipla escolha, onde cada uma
possui 4 opcdes distintas. De quantas maneiras a prova pode ser
resolvida? (Suponha que nenhuma das questdes é deixada em branco).

Para cada pergunta ha 4 possibilidades de resposta.
Com. tc jas as cinco | erguntas possuern 4 rossib'iidades de resposta, a
provil y0 I« seriesclvica A2 10124 raneiras difsrentes:

44444 =1024




Tipos de Agrupamento

Dependendo da complexidade do exercicio pode ser inviavel utilizar
somente o Principio Fundamental da Contagem (imagine um evento
com 100 etapas e todas com probabilidades diversas de ocorrer.
Teriamos que multiplicar 100 fatores!).

Assim, utilizaremos outras estratégias.

Em exercicios de Analise Combinatéria € muito importante identificar a
forma ccmo ¢s ilernenos se crgunizam no preslenic Cu, onoais
precisamente, a forma como os elemenios se agrupam.
Estudaremos trés tipos de agrupamento:

o Permutacgido

o Arranjo

o Combinacio

Nesta aula nos limitaremos ao primeiro tipo: permutac3o.




Permutacao

Definicdo: Permutar, em combinatdria, significa alterar a ordem de
objetos para compor um novo agrupamento.

Exemplo 1:
As letras O e | podem ser agrupadas de duas formas diferentes:

Ol 10
Dizemos que essas letras possuem duas permutacdes.

Exemp'o 2
As letras A, B e L podem ser agrupadas de seis formas diferentes:

ABL ALB LAB LBA BAL BLA
Dizemos que essas letras possuem seis permutacdes.

Obs: Uma caracteristica importante das permutacdes é que a
quantidade total de elementos disponiveis (1) & igual ao nimero de
elementos em cada agrupamento (p).




Tipos de Permutacio

Permutacdo simples: Dizemos que uma permutac3o é simples quando
n3o ha repeticdo de objetos. E o caso dos dois exemplos anteriores
(observe que n&o ha letras repetidas!).

Exemplo 3: Na fila do caixa de uma padaria estdo seis pessoas. De
quantas maneiras elas podem estar posicionadas nesta fila?

Imagine cada lugar da fila como uma "posicio"diferente:

-

> Fosigio (i
Agora imagine que vamos reorganizar as 6 pessoas nesta fila.
Inicialmente, para a primeira posicdo, ha 6 opcdes diferentes.

Uma vez escolhida a pessoa que vai ocupar a Posi¢do 1, sobram 5
pessoas para escolher. Assim, para a segunda posi¢do, temos 5 op¢des.

Seguindo esse raciocinio para todas as posicées, podemos utilizar o
Principio Fundamental da Contagem, chegando em 6.5.4.3.2.1 = 720
maneiras para posicionar as seis pessoas nesta fila.




Generalizando

Mas e se essa fila tivesse 30 pessoas? Ou 1007 Ou 10007
Vamos observar os exemplos anteriores e tentar encontrar uma
generalizac3o:

Exemplo 1: 2 elementos resultaram em 2 permutacdes.
Exemplo 2: 3 elementos resultaram em 6 permutacdes.
Exemplo 3: 6 elementos resultaram em 720 permutacdes.

Perceve, e iantic ilar no eevipic 3, cue ¢ haramo: ¢2 calculo
6.5.4.3.2.1

Caso geral: Para determinar todas as maneiras de ordenar n elementos
distintos, basta calcularmos n! . Em linguagem matematica:

2, = il

onde P, representa o namero de permutacdes de #n elementos distintos.




Exemplo 4: Quantos anagramas podemos formar a partir das letras da
palavra ERVILHAS?

Um anagrama é uma reordenacio das letras de uma palavra para formar
outras palavras. Ou seja, uma permutacio.
Como queremos permutar oito elementos (E, R, V, I, L, H, A, S):

Py = 8! =8.7.6.54.3.2.1 = 40320

Exeninle 5: Quantos anagramas nodemr.os icrmyar a partir dzs letras da

palavre EFVT_E2S qus ccwazem =em a letrz E e tonsinan (s vegal?

Ao contrario do exemplo anterior, este possui duas condicées. Em
exercicios de combinatéria, uma possivel estratégia é iniciar a questio
pelas dificuldades.

Vamos pensar na ideia de "posicdes"do exemplo 3. Aqui, temos que a
Posicdo 1 é ocupada pela letra E enquanto a Posicdo 8 é ocupada por
uma vogal. Dentre as 8 letras disponiveis, temos que a Posicdo 8 pode
conter a letra | ou a letra A:




18 L L ] o /A

o Para a Posicdo 1 s6 temos uma possibilidade: a letra E.

o Para a Posi¢cdo 8 temos duas possibilidades: a letra | ou a letra A.

Ocupadas essas posicdes, podemos considerar as outras:

o Para a Posicdo 2 temos seis possibilidades.

o Ocupada a anterior, temos cinco possibilidades para a Posicdo 3.
Ocupada a anterior, temns quatro possibilidades para a Posicdo 4.
Ccupsia a anerior, tainos ae: pcssioiddes faa i Posicac b

Ocupada a anterior, temos uma possibilidade para a Posicéo 7.

O
O
o Ocupada a anterior, temos duas possibilidades para a Posic3o 6.
O
u

o

SIER

Elementos: E
Possibilidades: 1 6 5432 1

Totalizando 1.6.5.4.3.2.1.2 = 1.6!.2 = 1440 anagramas.




Permutacdo com repeticdo: Caso algum dos elementos se repetir, temos
uma permuta¢do com repeticdo.

Exemplo 1: Quantos anagramas podemos formar com as letras MIM?
Observe que MIM possui 3 elementos mas NAO possui 6 (3!)
permutacdes pois:
MIM = MIM  MMI = MMI  IMM = IMM

Assir *, MiM possui trés permutacdes (ou s¥a, podemos forinar trés
anagramag).
Caso geral: Para determinar todas as maneiras de ordenar n elementos
com a repeti¢des, basta calcularmos ;i,' Em linguagem matematica:

n!

P = =
al

n

onde P7 representa o niamero de permutagdes de 1 elementos com
algum se repetindo a vezes.




Observacdo: Se houver mais de um elemento com repeticdo podemos
continuar adicionando as repeticées no denominador. Por exemplo,

!
ab £ n.
i a'b!
representa o niimero de permutacdes de #n elementos com algum se
repetindo a vezes e outro se repetindo b vezes.

Exemplo 2: Quantos anagramas podemos formar com as letras da
palavia I LATTENIATIC?

MATEMATICA possui 10 elementos e:

o M se repete 2 vezes

o A se repete 3 vezes

o T se repete 3 vezes




Exemplo 3: (Unitau) Qual & o nimero de anagramas da palavra
BIOCIENCIAS que terminam com as letras AS (nesta ordem)?
Observe que, ainda que BIOCIENCIAS tenha 11 letras, as duas altimas
estdo fixas (AS).

Ou seja, vamos permutar somente as 9 primeiras letras.

Alér disso:

ol ernree3saze:

o C se repete 2 vezes




E isso para a aula de hoje!

Confiram os exercicios dessa secdo e enviem suas dividas para os
professores pelo Whatsapp.

Na .-6x’ma awa con’inuaremos nossos ¢ivido’s sobre Analise
Conmbirictsiz,

Se cuidem e bons estudos!




